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EINLEITUNG 
Bekanntlich sind M-Gruppen diejenigen endlichen Gruppen, deren 
komplexe Darstellungen sich auf monomiale Gestalt bringen lassen. In 
Analogie dazu bezeichnen wir als MP-Gruppen diejenigen endlichen 
Gruppen, deren komplexe projektive Darstellungen sich auf monomiale 
Gestalt bringen lassen. 
Eine genaue Kenntnis der MP-Gruppen verbessert die bisherige Kenntnis 
der M-Gruppen: 
(1) Jede MP-Gruppe ist eine M-Gruppe; MP-Gruppen sind genau 
diejenigen M-Gruppen, fiir die jede endliche zentrale Erweiterung wieder 
eine M-Gruppe ist (dagegen ist nicht jede endliche zentrale Erweiterung 
einer M-Gruppe eine M-Gruppe). 
(2) Jede iiberaufliisbare Gruppe ist eine MP-Gruppe; dies gilt nicht 
fiir A-Gruppen und metabelsche Gruppen. 
In dieser Arbeit gehen wir folgendermal3en vor: 
Zunachst zeigen wir in $1 elementare Eigenschaften der MP-Gruppen und 
charakterisieren, analog zu M-Gruppen, die MP-Gruppen darstellungs- 
theoretisch. In 92 untersuchen wit den Zusammenhang zwischen M- und 
MP-Gruppen und zeigen die unter (1) und (2) gemachten Behauptungen; 
insbesondere ergibt sich dabei, da8 MP-Gruppen gerade diejenigen endlichen 
Gruppen sind, deren Darstellungsgruppen M-Gruppen sind. 
Dariiberhinaus beweisen wir in einem Satz, der Satze von Seitz [7, Theo- 
rem 2.41 und von van der Waall [8, Main Theorem] verallgemeinert, da8 
jede Erweiterung von Gruppen einer groDen Klasse von MP-Gruppen mit 
Gruppen aus einer weiteren grol3en Klasse M-Gruppen sind. 
Fiir die verwendeten gruppen- und darstellungstheoretischen Bezeich- 
nungen und Begriffe verweisen wir auf Huppert [4]. 
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Wir erinnern lediglich damn, dal3 eine projektive komplexe Darstellung 
einer Gruppe G ein Homomorphismus von G in die Projektive Lineare 
Gruppe eines endlichdimensionalen komplexen Vektorraums ist. Aus 
technischen Griinden verwenden wir jedoch folgenden “abus de langage”: 
Wir bezeichnen als projektive komplexe Darstellung von G jede Abbildung 
f : G ---f GL( V) in die Allgemeine Lineare Gruppe GL(I/) eines endlich- 
dimensionalen komplexen Vektorraumes V, derart, da0 fiir die kanonische 
Projektion p: GL( V) -+ PGL( V) gilt: p 0 f ist ein Homomorphismus; 
offensichtlich ist jede (gewohnliche) komplexe Darstellung eine projektive 
Darstellung in diesem Sinn. 
Meinen Dank mijchte ich noch den Herren Univ.-Doz. Dr. Kahn und 
Prof. Dr. Geyer aussprechen, die mich zur Untersuchung der M-Gruppen 
und zum Verfassen dieser Arbeit angeregt haben. 
1. DEFINITION END ELEMENTARE EIGENSCHAFTEN DER MP-GRUPPEN 
Es sei 12 eine natiirliche Zahl. 
Eine komplexe n x n-Matrix heiRt monomial, falls jede ihrer Zeilen und 
jede ihrer Spalten genau ein von null verschiedenes Element enthglt. 
Mit M(n) bezeichnen wir die Gruppe der monomialen komplexen n x TZ- 
Matrizen, mit D(n) die Gruppe der regularen komplexen Diagonalmatrizen 
und mit P(n) die Gruppe der komplexen Permutationsmatrizen. 
Man sieht leicht, daO folgendes gilt: D(n) < M(n), P(n) < M(n), M(n) = 
D(n)P(n), und D(n) n P(n) = 1; die Projektion von M(n) auf P(n) ist nichts 
anderes als die Abbildung, die in jeder Matrix aus M(n) die von null ver- 
schiedenen Elemente durch eine 1 ersetzt. 
Es sei G eine Gruppe, V ein endlichdimensionaler komplexer Vektorraum. 
Eine projektive Darstellung f: G -+ GL( I’) hei& monomial, falls es eine 
Basis B von I’ gibt, derart, da0 die Matrizen, die f (G) beziiglich B beschrei- 
ben, monomial sind. 
1st f: G + GL( V) eine monomiale projektive Darstellung von G, so ist 
trivialerweise jede zu f lquivalente [4, V, 24.11 projektive Darstellung 
monomial; bezeichnet p: GL( V) -+ PGL( V) die kanonische Projektion, so ist 
dann insbesondere jede projektive Darstellung g: G + GL( V) mit p 0 g = 
p 0 f monomial. 
Eine Gruppe G heil3t M-Gruppe (bzw. MP-Gruppe), wenn G endlich 
und jede komplexe Darstellung (bzw. jede komplexe projektive Darstellung) 
von G monomial ist; eine Gruppe G hei& MU-Gruppe (bzw. MPU-Gruppe), 
falls jede Untergruppe von G eine M-Gruppe (bzw. MP-Gruppe) ist. 
Offenbar ist jede MP-Gruppe eine M-Gruppe. 
Es sei G eine endliche Gruppe, IJ’ ein endlichdimensionaler komplexer 
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Vektorraum und f: G -+ GL(V) eine projektive Darstellung von G; ferner 
sei H eine Untergruppe von G und U ein linearer Unterraum von V, der 
invariant ist unter f(H). In dieser Situation sagen wir, da0 v induziert wird 
von U, falls fiir ein (und damit fur jedes) Repfsentantensystem R von 
Linksnebenklassen von H in G gilt: V = BrcR r U. 
LEMMA 1.1. Es sei G eine end&he Gruppe, V ein endlichdimensionaler 
komplexer Vektorraum und f : G - GL( V) eine projektive Darstellung von G. 
Dann gilt: 
(1) Ist f : G -+ GL( V) monomial und irreduzibel, so gibt es eine Unter- 
gruppe H von G und einen f (II)-invarianten eindimensionalen Unterraum von V, 
der V induziert. 
(2) Wenn es eine Untergruppe H von G und einen f (H)-invarianten 
Unterraum U von Vgibt, derart, daJ die dadurchgegebeneprojektive Darstellung 
van H auf U monomial ist, und derart, daj V von U induziert wird, so ist V 
monomial. 
Beweis. (1) Man w&hle eine Basis B von V, derart, daD die Matrizen, 
die f (G) beziiglich B beschreiben, monomial sind. Weiter sei E : = {Cb j b E B}. 
Aufgrund der Wahl von B wird durch (g, U) + f (g)U eine Abbildung von 
G x E in E definiert; da f eine projektive Darstellung von G ist, ist E 
beziiglich dieser Abbildung ein G-Raum. Wegen der vorausgesetzten 
Irreduzibilitat ist E sogar ein homogener G-Raum. Man w%hIe ein Element 
U von E. Dann leisten offenbar U und der Stabilisator H von U in G das 
Verlangte. 
(2) Sei H eine Untergruppe von G und U ein f (H)-invarianter Unter- 
raum von V, derart, dal3 die dadurch gegebene projektive Darstellung von H 
auf U monomial ist, und derart, daB V von U induziert wird. Man wlhle 
eine Basis A von U, derart, da13 die Matrizen, die die Operatoren von H 
auf U beschreiben, monomial sind. Weiter sei R ein Reprbentantensystem 
der Linksnebenklassen von H in G. Man sieht leicht, daD dann B : = UreR rA 
eine Basis von V ist, derart, da8 die Matrizen, die f (G) beziiglich B beschrei- 
ben, monomial sind. 
Analog zu M-Gruppen [l, 1.41 ergibt sich nun leicht die folgende Charak- 
terisierung der MP-Gruppen: 
SATZ 1.2. Fiir jede endliche Gruppe G sind die fo&mden Aussagen gleikh- 
wertig: 
(1) G ist eine MP- Gruppe. 
(2) Jede irreduxible komplexe projektive Darstellung ist monomial. 
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(3) Fiiy jede irreduzible komplexe projektive Darstellung f : G -+ GL( V) 
gibt es eine Untergruppe H von G und einen f (H)-invarianten Te-ilraum U 
von H, der V induzieyt. 
(4) Fiir jede natiirliche Zahl n und jeden Homomorphismus f: G + 
PGL(n, Cc) gibt es eine Abbildung g: G + GL(n, C) mit den folgenden Eigen- 
schaften :
(a) Fiir die kanonische Projektion p von GL(n, C) auf PGL(n, C) gilt 
Peg =f* 
(b) Es gibt ein Element x von GL(n, C), derart, dag gilt: xg(G)x-l C 
M(n). 
Beweis. (1) + (4) Trivial. 
(1) o (2) Man sieht leicht, daD jede komplexe projektive Darstellung 
von G direkte Summe gewisser irreduzibler projektiver Darstellungen ist. 
Offensichtlich ist aber eine direkte Summe monomialer Darstellungen 
monomial. 
(2) u (3) Dies beweist man leicht mit Hilfe von Lemma 1 .l. 
Ntitzlich wird uns noch der folgende, einfach zu beweisende Satz sein: 
SATZ 1.3. Homomorphe Bilder von MP-Gruppen sind MP-Gruppen. 
2. M-GRUPPEN UND IMP-GRUPPEN 
Entscheidend ist der folgende Satz, der den Zusammenhang zwischen M- 
und IMP-Gruppen beschreibt: 
SATZ 2.1. Fiir jede endliche Gruppe G sind die folgtmden Aussagen gleich- 
wertig: 
(1) G ist eine MP-Gruppe. . 
(2) Jede endliche zentrale Erweiteyung von G ist eine M-Gruppe. 
(3) Jede Darstellungsgruppe von G ist eine M-Gruppe. 
(4) Es gibt eine Darstellungsgruppe von G, die eine M-Gruppe ist. 
Beweis. (1) 3 (2) Sei G eine MP-Gruppe, H eine endliche Gruppe und 
q ein Homomorphismus von H auf G, derart, dag der Kern von q im Zentrum 
von H enthalten ist. 
Sei f :  H -+ GL( V) eine irreduzible komplexe Darstellung von H. Man 
wahle eine Abbildung s von G in H, derart, da13 gilt: q 0 s = id, . Da 
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f: H -+ GL(V) irreduzibel ist und der Kern von q im Zentrum von H 
enthalten ist, ist f o s eine projektive Darstellung von G. 
Also kann man aufgrund der iiber G gemachten Voraussetzung eine 
Basis B von I’ wihlen, derart, dal3 die Matrizen, die f 0 s(G) beziiglich B 
beschreiben, monomial sind. Dann sind aber such die Matrizen, die f(H) 
beziiglich B beschreiben, monomial: Sei g E H. Dar-m ist TZ := s(q(g))-lg 
ein Element des Zentrums von H, wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitat 
ist deshalb f(n) eine Homothetie. Also ist die Matrix, die f(n) beziiglich B 
beschreibt, monomial; da aber aufgrund der Wahl von B die Matrix, die 
f(s(q(g))) beziiglich B beschreibt, ebenfalls monomial ist, ist dies such von 
f @(q(g))) f (4 = f (s(q(g))n) = f(g) d er Fall. Also ist jede irreduzible 
komplexe Darstellung von H monomial. Deshalb ist H eine M-Gruppe. 
(2) 2 (3) Dies ist klar, da jede Darstellungsgruppe von G eine zentrale 
Erweiterung von G ist. 
(3) * (4) D a ‘e J d e endliche Gruppe eine Darstellungsgruppe besitzt, ist 
such dies klar. 
(4) * (1) Wir zeigen, daD die Bedingung (4) aus Satz 1.2 erfiillt ist. 
Sei dazu n eine natiirliche Zahl, f ein Homomorphismus von Gin PGL(n, C) 
undp die kanonische Projektion von GL(n, C) auf PGL(n, C). Man wahle eine 
Darstelhmgsgruppe H von G, die eine M-Gruppe ist, mit einem Epimor- 
phismus e: H + G. Aufgrund der universellen Eigenschaft der Darstellungs- 
gruppe H von G gibt es einen Homomorphismus h: H -+ GL(n, C), derart, 
daD gilt: p o h = f 0 e. 
Da H eine M-Gruppe ist, kann man ein Element x von GL(n, C) w%hlen, 
derart, da0 gilt: xh(H)x-l C M(n). Weiter wahle man eine Abbildung 
s:G-+Hmiteos=id,.Danngiltfiirg:=hos: 
POE =(Po4 0s =foid, =f 
und wegen der Wahl von x ergibt sich: 
xg(G) x-l = d@(G)) x--l C AA(H) x-l C M(n). 
Bekanntlich ist die Gruppe SL(2,3) eine aufliisbare Gruppe, die keine 
M-Gruppe ist vgl. [4, V, $181; dagegen ist die Gruppe PSL(2,3) s A, eine 
MU-Gruppe. Nach Satz 2.1 kann also die Gruppe A., keine MP-Gruppe sein. 
Da jede Gruppe mit trivialem Schur-Multiplikator [4, V, $231 isomorph 
ist zu jeder ihrer Darstellungsgruppen, gilt natiirlich: 
KOROLLAR 2.2. Jede M-Gruppe mit tri&lem S&r-Multiplikator tit eine 
MP-Gruppe. 
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Bekanntlich hat jede endliche Gruppe mit lauter zyklischen Sylowunter- 
gruppen trivialen Schur-Multiplikator; ferner ist jede solche Gruppe eine 
iiberauflosbare, metablesche A-Gruppe, i.e., eine M-Gruppe [4, IV, 2.111. 
Also ist jede endliche Gruppe mit lauter zyklischen Sylowuntergruppen eine 
MP-Gruppe. 
Das Beispiel A, zeigt, da8 nicht jede metabelsche endliche Gruppe bzw. 
A-Gruppe eine MP-Gruppe ist; demgegeniiber werden wir jedoch zeigen, 
daO jede endliche iiberauflosbare Gruppe eine MP-Gruppe ist. 
KOROLLAR 2.3. Jede endliche iiberaujkkbare Gruppe ist eke MP-Gruppe. 
Beweis. Sei G eine endliche iiberauflosbare Gruppe. Dann ist jede 
endliche zentrale Erweiterung von G iiberaufliisbar, also insbesondere eine 
M-Gruppe. Somit ist die Bedingung (2) aus Satz 2.2 erfiillt; also ist G eine 
MP-Gruppe. 
Allgemeiner gilt sogar: 
KOROLLAR 2.4. Sei 9 eine gesiittigte Formation [4, VI, $71, die nur aus 
M-Gruppen besteht. Dunn ist jede Gruppe aus F sogar eine MP-Gruppe. 
Beweis. Wir zeigen, da8 jede endliche zentrale Erweiterung einer jeden 
Gruppe aus fl eine M-Gruppe ist. Sei dazu 
l-+N-+H+G+l 
eine zentrale exakte Sequenz endlicher Gruppen mit G E 9. Dann ist G eine 
M-Gruppe; also ist G auf&bar [4, V, 18.61 und somit such H. Deshalb hat 
H eine deckende 9-Untergruppe K [4, VI, 7.101. Wegen H9 C N C Z(H) 
ist aber H9 abelsch; also gilt: H = H,K, H& CT K = 1 [4, VI, 7.15, 7.251. 
Da aber H9 im Zentrum von H enthalten ist, ist K sogar ein Normalteiler 
von H und H ist isomorph zu Hy x K. Da K ein Element von 9 ist (i.e., 
eine M-Gruppe) und H, abelsch, ist somit H eine M-Gruppe [4, V, 9181. 
In Anlehnung an [7] bezeichnen wir mit H, die Quaternionengruppe der 
Ordnung 8 und, falls p eine ungerade Primzahl ist, mit H, die nichtabelsche 
Gruppe der Ordnung p3 und dem Exponenten p; ist p eine Primzahl, so 
nennen wir eine Gruppe G H,-frei, wenn kein homomorphes Bild einer 
Untergruppe von G isomorph zur Gruppe H, ist. 
% sei die Vereinigung aller Klassen X auf&barer Gruppen, derart, da13 gilt: 
(1) X ist stabil beziiglich der Bildung von Untergruppen und homo- 
morphen Bildern. 
(2) Jede Gruppe aus X ist eine M-Gruppe. 
(3) Fiir jede endliche Gruppe G gilt: 1st G/Z(G) ein Element von X, 
so ist es such G. 
481/39/I-15 
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In [7] hat Seitz den folgenden Satz bewiesen: Sei G eine endliche auf&bare 
Gruppe, die einen Normalteiler N besitzt, derart, daB folgendes gilt: 
(a) G/N ist ein Element von %‘, 
(b) N ist H,-frei fur jede Primzahl p. 
Dann ist G eine M-Gruppe. 
Offenbar geniigt jede Gruppe aus 55 der Bedingung (2) aus Satz 2.1; also 
ist jede Gruppe aus V eine MP-Gruppe. Deshalb ergibt sich der obige Satz 
von Seitz aus dem nun folgenden Satz 2.6, bei dessen Beweis wir von dem 
folgenden Lemma Gebrauch machen: 
LEMMA 2.5. Es sei G eine endliche aufliisbare Gruppe. 
(1) Ist G eine p-Gruppe zu einer ungeraden Primzahl p, so ist G modular 
genau dann, wenn G H,-frei ist. 
(2) Ist G H,-frei fur jede Primxahl p, so gilt: Z(G) n K,(G) = 1. 
Beweis. (1) vgl. Dornhoff [3, Seite 2311. 
(2) Nach Huppert [4, Satz 3.21 gilt fur jede modulare Sylowuntergruppe 
PvonG:PnZ(G)nK,(G) = 1 und nach Dornhoff [3, Theorem 2.81 gilt, 
falls die 2-Sylowuntergruppe Q Hs-frei ist: Q n Z(G) n K,(G) = 1. Mit 
Hilfe von (1) ergibt sich daraus die Behauptung. 
SATZ 2.6. Es sei G eine endliche Gruppe, die einen au@isbaren Normalteiler 
N besitzt, derart, daJ gilt: 
(1) G/N ist eine MPU-Gruppe. 
(2) N ist H,-frei fur jede Primzahl p. 
Dunn ist G eine M-Gruppe. 
Beweis. Angenommen, der Satz ist falsch. Dann wahle man ein Gegen- 
beispiel G kleinstmijglicher Ordnung mit einem Normalteiler N, derart, 
da13 (1) und (2) gilt, und eine irreduzible komplexe Darstellungf : G -+ GL( I’), 
die nicht monomial ist. 
Da sich die iiber G gemachten Annahmen auf homomorphe Bilder vererben, 
ist wegen der Wahl von Gf injektiv; da sich die iiber G gemachten Annahmen 
such auf Untergruppen vererben, kannen wir annehmen, dal3 f (G) primitiv 
.auf V ist [2, $291. Ware N abelsch, so wiirde sich wegen der Primitivitgt 
von f (G) auf V und der Injektivitat von f ergeben: N C Z(G); nach Satz 2.1 
ware dann G eine M-Gruppe. 
Also ist N nicht abelsch. 
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Ware N nilpotent, so hatte N eine nichtabelsche p-Sylowuntergruppe P 
fiir eine Primzahl p; nach Rigby [6, Th eorem 3, bzw. Theorem 41, ware dann 
aber P nicht H,-frei. Dies wiirde aber der tiber N gemachten Annahme 
widersprechen. Also ist N nicht nilpotent, d.h. K,(N) # 1. Als Untergruppe 
von N ist aber K,(N) aufliisbar, enth%lt also eine charakteristische abelsche 
Untergruppe A # 1. Dann ist aber A such charakteristisch in N und 
folglich normal in G; wegen der Primitivitat von f(G) auf I’ und der 
Injektivitat vonfergibt sich deshalb: A C Z(G). Insbesondere folgt deswegen 
1 # A C Z(N) n K,(N). Nach Lemma 2.5 ist dies aber unmoglich. Damit 
ist der Satz bewiesen. 
KOROLLAR 2.7 (van der Waall [8, Main Theorem]). Sei F eine gesiittigte 
Formation, die abgeschlossen ist bei Bildung von Untergruppen und nur aus 
M-Gruppen besteht. Sei N ein aujosbarer Normalteiler einer endlichen Gruppe 
G, derart, daJ gilt: 
(1) G/NE&F 
(2) Die 245ylowuntergruppen von N sind Hz-frei und die p-sylowunter- 
gruppen von N fiir ungerade Primxahlen p sind modular. 
Dann ist G eine M-Gruppe. 
Beweis. Nach Korollar 2.4 ist jede Gruppe aus 9 eine MP-Gruppe; 
wegen der vorausgesetzten Untergruppenvererblichkeit von 5 ist deshalb 
G/N eine MPU-Gruppe. Da weiter nach Lemma 2.5 N H,-frei ist fur jede 
Primzahl p, ergibt sich die Behauptung nach Satz 2.6. 
BEMERKUNG. (1) Satz 2.6 verallgemeinert die oben erwiihnten S&e von 
Seitz und von van der Waall; ein solcher Satz war bisher nicht bekannt (vgl. 
P, 1, 931). 
(2) Man kann sich leicht davon iiberxeugen, da) man Satz 2.6 such mit 
[8, Theorem 1.2.71 beweisen kann, iihnlich wie in [8] das Main Theorem 
bewiesen wird. 
(3) Man sieht leicht, daJ die in dieser Arbeit gebrachten S&e richtig 
bleiben, falls man den Korper der komplexen Zahlen durch irgendeinen algebraisch 
abgeschlossenen Kiirper der Charakteristik 0 ersetzt. 
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